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THEMEN: Lp-Räume, Lp-Konvergenz, Lebesgue-Integral, Dichten, Bildmaße

Aufgabe 9 (6 Punkte)
Es sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und f, g zwei A-messbare numerische Funktionen auf Ω.
Zeigen Sie:

a) ‖f · g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖∞

b) f ∈ L∞(Ω,A, µ) und µ endlich ⇒ limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞

Aufgabe 10 (4 Punkte)
Es sei (fn)n≥0 in L1(µ) eine Folge von Wahrscheinlichkeitsdichten (d.h.

∫
fndµ = 1 und

fn ist nichtnegativ für alle n ≥ 0). Zeigen Sie:

a) fn → f0 für n→∞ punktweise ⇒ fn
L1→ f0 für n→∞.

b) fn
L1→ f0 für n→∞ ⇒ µ(|fn − f0| > ε)→ 0 für alle ε > 0.

Aufgabe 11 (5 Punkte)

a) Es sei sn :=
∑n

i=1
1
i
, n ∈ N und f : R→ R mit

f(x) =


0, x ≤ 0

1, min{n | x < sn} ungerade

−1, min{n | x < sn} gerade.

Zeigen Sie, dass f Riemann-integrierbar, aber nicht Lebesgue-integrierbar ist.

b) Sind λλ und ν = |f |λλ äquivalent? Wenn nicht, geben Sie eine Zerlegung von λλ
gemäß des Lebesgueschen Zerlegungssatzes an.

Bitte wenden!



Aufgabe 12 (5 Punkte)

a) Es sei für ein n ∈ N der messbare Raum (Ω,A) = ({0, 1}n,P({0, 1}n) gegeben und
hierauf ein Maß µ mit µ(ω) = 2−n für alle ω ∈ Ω. Weiter seien

T : (Ω,A)→ ({0, . . . , n},P({0, . . . , n}), T (ω) =
n∑

i=1

ωi

und
f : ({0, . . . , n},P({0, . . . , n})→ (R,B), f(x) = n− x

zwei messbare Abbildungen. Bestimmen Sie
∫
f ◦ Tdµ mit Hilfe des Transforma-

tionssatzes.

b) Gilt für einen Maßraum (Ω,A, µ) und eine messbare Abbilung T : (Ω,A)→ (Ω′,A′)
in einen weiteren messbaren Raum stets: µ ist σ-endlich ⇒ µT ist σ-endlich?


